1°JAE

JORNADAS PARA EL APRENDIZAJE Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS
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Canerencia

a historia de las representaciones gréficas en matema-
ticas es, al misme tiempo, antigua y reciente.

<4

Antigua, porque se inicia en épocas prehistéricas y se desa-
rrolla a lo largo de los siglos con altos y bajos, hasta adquirir
hoy en dia una importancia mas alla de las matematicas y de
la ciencia en general. En sfecto, hoy la imagen visual tiene
scbre nuestras acciones y sobre las dacisiones de la socie-
dad una influencia sin duda superior al texto escrito.

Por ofro lado, la historia de los graficos es relativamente
reciente, si al término “representacion grafica” se le da el
sentido hoy mas comun: un dibujo que refleja la variacién
de un fendmeno concreio o absiracto. A sste significado
quiero referirme, independientemente de su estudio tedrico
desde el punto de vista de la geometria analitica.

La representacién gréfica, en su significado mas amplio, nos
lleva al dibujo, al arte. Es precisamente por el arte por
donde guiero empezar. Vamos a reflexionar sobre estas
expresiones artisticas. Esta representacion de caza (fig. 1),
pintada en la cueva de la Araria (Valencia) llama la atencion
por su estilo claramente expresionista. Hay, en esta pintura
del Paleolitico, un sentido matemaético que se manifiesta en
las proporciones entre hombres, animales, arcos y flechas,
todo en un ambiente verdaderamente dindmico.
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Cueva de la Araia. Valencia. (Fig. 1)
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Una jirafa grabada en horizontal, en la cumbre de una colina
rocosa en el desierto del Niger: se encuentra a 130 Km. al
norte de Agadés. No pude tomar una foto de este grabado
con mi cémara por las dimensiones enormes del animal.
Dadas estas dimensiones, se puede afirmar gue el gra-
bado ha sido realizado “de memoria”. Lo gue impresiona es
el sentido de las proporciones en un dibujo que no se podia
VEr en su conjunto, ya que no existian otras colinas en los
alrededores.

Este grabado pertenece al Neolitice-Africano.

Y ahora regresamos a Europa. Cuando del Paleolitico se
pasa al Neolitico se advierie gue el campesino ya no nece-
sita del sentido agudo de observacion que tenia el cazador.
Esta motivado a expresarse de un modo abstracto: con un
dibujo representa un pensamiento, una idea.

Las famosas espiraléé, tipicas del Neolitico en Irlanda (fig. 2),
significan quizas un volver sobre si mismo, quizas la eter-
nidad.

Espirales del Neolitico en Irlanda. (Fig. 2)

En esta espiral, la exactitud del dibujo atestigua sin duda
unos conocimientos matematicos.
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De 3000 anos antes de Cristo, a los cuales se remonta esta
espiral, pasamos a civilizaciones mas recientes.

Este es el plano de la ciudad de Nippur (fig. 3), un famoso
centro religioso y cultural de la anfigua Babilonia. Este plano
esta grabado en una tabla de arcilla, y se remonta al 1500
a.C. Después de excavaciones sucesivas se descubrié que
el plano corresponde exactamente a la antigua ciudad. Por
lo tanto se trata de un dibujo que revela firmes conoci-
mientos matematicos.
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Plano de la ciudad de Nippur. (Fig. 3)

He ilustrado hasta ahora unos dibujos que estan ligados, sin
duda, a las matematicas, pero que estan lejos del sentido
de gréaficos que representan un fendmenc varizble,

Quiero ahora entrar verdaderamente en el campo mate-
matico.

Esta pintura (fig. 4) marca el inicio de la representacion gra-
fica en el plano cartesianc. Se trata de una pintura realizada
en el techo de la tumba del Faraon Ramses VIl (1100 a.C.).
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Representacion grafica en el plano cartesiano. (Fig. 4)
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Hay un cielo de estrellas sobre un plano cuadriculado, segu-
ramente con el propdsito de que el Faradn, incluso muerto,
pueda gozar de este espectacule maravilloso.

Cada estrella tiene, en el planc cuadriculado, una posicion
determinada segun la hora de observacion. Se puede con-
siderar esta pintura como el inicio de la representacion en
el plano coordenado.

Pero solo se trata de puntos luminosos: es un ciglo estre-
llado. Se nos pregunta: jcomo podian tener la idea de tra-
zar recorridos gque no se ven? Pero algunas veces se ven:
las estrellas fugaces siempre ejercitaron un encanto sobre
la humanidad. No tenemos ningdn dibujo de estrellas fuga-
ces, mientras muchos son los escritores, los poetas, los
astronomos que hacen referencia_a ellas en sus escritos.

Veamos como Marco Manilio, un astrénomo romano de! siglo
| a.C., describe las estrellas fugaces. Dice: “La noche, en el
cielo sereno, cuando las estrellas centellean por doquier, se
pueden ver unas luces caer o vagar en el espacio. Dejan,
detras de ellas, una larga tira de fuego que se afila en un hilo
sutil”. Sin duda esta descripcion podia sugerir una imagen
gréfica, pero, como he dicho, no tenemos ningdn dibujo de
este fendmeno.

Scn, al conirario, recorridos muche mas abstracies los que
estan dibujados en un pergamino del siglo X o X1 d.C. (fig. 5);
se trata de un pergamino descubierto en 1877 y que se
encuentra en la Biblioteca Real de Ménaco. En él estan indi-
cadas las trayectorias de los planetas en un reticulado espa-
cio-temporal. Se trata del primer gréfico donde no estén
indicados solamente unos puntos sino también unos recorri-
dos: las orbitas planetarias en funcién del tiempo. Parece que
este gréfico, sin duda dibujade con un poco de imagina-
cion, ha sido realizado para ayudar a los alumnos de las
escuelas monasticas.
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Trayectorias de los planetas en un reticulado espacio-temporal. (Fig. 5)
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En el mismo siglo, el X, se encuentra una representacion
grafica que se refiere a otro fendmeno variable: es la nota-
cién musical. £n este caso la representacion ssta ligada a
la mano y a la sensibilidad del musico. Fue Guido d'Arezzo
quien tuvo la idea de trazar rectas paralelas (que formaran
el pentagrama), sobre las cuales se apoyan las notas. La
altura de una nota corresponde a un valor de la ordenada,
mientras los tiempos no corresponden a puntos de un eje
perpendicular, sino que son las formas de las notas las que
indican la duracién del tiempo.

Para encontrar una representacion grafica mas proxima a la
cartesiana hay que esperar todavia tres siglos, y llegar al

afo 1360. Debemos a un religioso, el obispo francés Nico-

|as de Oresme, la idea de desplazar |a atencion de los fend-
menos concernientes a movimientos en el cielo a
‘movimientos realizados con un experimento. Entre los
muchos trabajos de Nicolas de Oresme, uno, en particular,
indica &l nueve papel que debia tener la representacion
grafica en el campo de la fisica-matematica.

Oresme estudia tanto el movimiento de los cuerpos que se
desplazan con velocidad constante (movimiento uniforme)
como el de los cuerpos que tienen una velocidad que
varia en modo constante (movimiento uniformemente ace-
lerado).

Procede asi: sobre un segmento AB, donde B es el origen,
representa el tiempo; a cada tiempo le corresponde un
punto: la distancia del punto al origen es la fongitud (fig. 6).

A

000000000000 B

(Fig. 6)

La velocidades estan representadas con segmentos per-
pendiculares a AB; la longitud de cada segmento se debe
imaginar (Oresme dice: “imaginanda est”) como la intensi-
dad de la velocidad. Utiliza la palabra latitud para indicar
la longitud de los segmentos (fig. 7).

(Fig. 7)

Conferencias

He aqui sus dibujos, (figs. 8a,8b y 8¢) que ponen en corres-
pondencia la fisica y la geometria.

— Sjla velocidad es constante: un rectangulo

(Fig. 8a)

— Sj la velocidad cambla uniformemente partlendo de Cero:
un triangulo rectangulo

(Fig. 8b)

— Si la velocidad cambia uniformemente pero no parte de
cero: un trapecio rectangulo

A
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(Fig. 8c)

Oresme sugiere unir los puntos extremos de las velocidades
teniendo asi una linea. Esta "linea summitatis” es, en térmi-
nos modernas, el graftco de Ia funcién.

Y, después, haciendo referencia al movimiento uniforme,
dice que una velocidad es mayor que otra si en el mismo
tiempo el cuerpo recorre un espacio mas grande; por lo
tanto el 4rea del rectangulo es mayor. Es asi como esta
idea de Oresme le lleva a afirmar que el espacio recorrido
s esta representado por el 4rea del rectdngulo que tienen
base ty altura v (fig. 9). '

s=vt

(Fig. 9)

Vemos asi como el movimiento se refleja en la geometria de
las figuras.
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Volvemos ahora a lo que es mas interesante para nosotros:
las primeras ideas sobre el plano cartesiano.

Oresme dice que a cada punto de la linea summitatis
corresponden dos ndmeros, la longitud y la latitud, es decir,
un tiempo v una velocidad. Pero el cuadro gréfico parece
limitado porque no hay dos ejes de referencia: hay sola-
mente un segmento AB y las pequedas barras construidas
sobre esta base.

Todavia tres siglos tienen gue pasar para tener, con Des-
cartes, Fermat y Galileo, una clara utilizacién del plano coor-
denado. Galileo esta interesado en los mismos problemas
gue Oresme, pero su plano de referencia es ilimitado, con
dos ejes. Quiero sequir su construccion de un grafico que
répresenta un cuerpo que cae, mencionando también su
texto.

Galileo considera un Cuerpo, una pelota, que se mueve con
movimiento uniforme & lo largo de un plano horizontal ab
(fig. 10). Si el plano se interrumpe en b, el cuerpo no cae a
lo largo de la vertical bn porque —dice Galileo— su movi-
miento es “indestructible”, conservando la direccién hori-
zontal. Por lo tanto se debe hacer Ia composicion de los dos
desplazamientos, horizontal y vertical.
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(Fig. 10)

Galileo, para dibujar Ia trayectoria, toma sobre la linea be,
prolengacion de ab, unos segmentos iguales b, cd, de, ..
y traza, a partir de los puntos ¢, d, e... la paralela a |a verti-
cal bn. Sobre estas verticales opera asi: fija un segmento
cualguiera ci, y toma

df=4ci, eh=9ci, ...

Por lo tanto toma “spatia eh, df, Ci, ... inter se ut cuadrato
linearum eb, db, et

Es decir, estos segmentos estan tomados segun la ley de los
cuadrados en un movimiento uniformemente acelerado.

La trayectoria resulta una parabola por la propiedad de
esta curva.

Es cierto que la oportuna eleccién de ios dos ejes hace mas
facil la comprensién: en efecto, el grafico corresponde a Iz
trayectoria de la pelota.

Y ahora, antes de continuar con nuestra “historia”, vamos a
reflexionar sobre el camino Seguido.

Después de un gréfico con los recorridos de los planetas,
recorridos que no se ven, y después unas consideraciones
sobre la primera notacién musical, que tiene algo de mate-
matica, hemos considerado los graficos de Nicolas de
Oresme relativos a algunos experimentos sobre el movi-
miente de los cuerpos. Estos experimentos, como estan
realizados por el hombre, constituyen algo concreto. Pero
también esta representacion es bastante abstracta porgue
es dificil —como dice Oresme— tomar las velocidades
COmo segmentos.

Después hemos considerado el grafico de Galileo relativo
a la caida de los cuerpos. Este grafico, dado que corres-
ponde a una trayectoria visual, es realmente algo concreto.
Pero -se nos pragunta-: ¢PuUede este experimento de fisica
interesar al hombre de la calle? Sin duda Ia gente no se
plantea un problema de este tipo... Los problemas que
interesan a la gente son los Que conciernen a la vida y a la
muerte. Ya vimos como en el Paleolitico los hombres pinta-
ban animales que representaban, al mismo tiempo, un peli-
gro y una fuente de subsistencia.

¢Por qué hasta el final dal siglo XVIIi, es decir, un siglo y
medio después de Galileo, los hombres no sintieron la nece-
sidad de ilustrar con gréaficos diferentes tablas numéricas
relativas a cuestiones de economia, de finanzas, de medi-
cina,...?

¢Es el purismo de la geometria cartesiana lo gue ha dificul-
tado la visualizacion de problemas empiricos en el plano
coordenado?

Dsjemos esta cuestion Por un momento para relatar unas
recientes investigaciones concernientes a la historia de los
graficos estadisticos.

Parece que fue el escocés William Playfair (1759-1823)
quien tuvo la idea de representar con gréficos de tipo dife-
rente muchas tablas numéricas empiricas. W. Playfair no era
un matematico; era un disefiador, un comerciante, un inven-
tor,... cambiaba de actividad segln su interés en cada
momento. Pienso que una de sus aserciones puede des-
cribir a este tipo original. Escribe: “Cada noche, cuando
regreso a mi casa, pongo mis guineas una sobre otra
teniendo asi un pequefio cilindro. Al final de cada semana,
observando estos cilindros, puedo decir a simple vista
cuando he ganado mas”.
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Un medio tan sencillo y dtil como los histogramas ha sido
inventado por un no-matematico y, ademas, por un tipo que
no tenia ningun escrupule académico.

A William Playfair se deben también otras representaciones
gréficas, como diagramas con 4reas, histogramas, graficos
de sectores y gréficos de lineas.

Aqui vemos (figs. 11,12,13) unos graficos realizados en
afios sucesivos y concernientes todos a economia y finan-
zas, cuestiones en las cuales Playfair estaba particular-
mente interesado.
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El primero, de 1785, representa importaciones y exporta-
ciones entre Inglaterra y Norte América en el periodo 1770-
1782; pone de relieve la balanza comercial entre los dos

paises.

En el segundo, de 1786, Playfair quiere destacar como la
deuda nacional crece de un modo excepcional en periodos
de guerra.

El tercero, de 1821, pone en correspondencia, con una
representacion muy viva, el precio del frigo con los salarios
de los trabajadores.

Por lo tanto Playfair, con sus graficos matematicos, aunque
también “artisticos”, se propone interesar a todos, pero sus
temas estan todavia lejos del hombre de la calle.

La actividad matematica de W. Playfair ha sido descubierta
muy recientemente; su nombre No S& encuentra ni siquiera
en las grandes enciclopedias.

Y zhora, todavia una vez mas, vamos a reflexionar sobre la
situacion. Estamos al final del siglo XVIll. Con sus repre-
sentaciones geomeétricas, William Playfair habia introducido
un medio visual muy fuerte para ilustrar cuestiones de eco-
nomia y de finanzas. Pero la gente, como he dicho, siempre
se ha interesado sobre todo por su salud. Y en la época de
Playfair no se encuentran gréficos de este tipo. Mientras, ya
un siglo antes, en 1662, se habia publicado en Inglaterra un
libro de estadistica titulado “Observaciones naturales y poli-
ticas sobre la mortalidad en Londres”. El autor es John
Graunt, un comerciante de tejidos de Londres. Se encuen-
tran en este libro tablas y tablas numéricas con diferentes
causas de muerte (peste, escorbuto, suicidio,... méas de cien
causas de muerte). Nimeros y nimeros pero no gréficos.

Hay que esperar muchos afios para encontrar datcs nume-
ricos relativos a la muerte “vivificados” en un dibujo.

Aqui (fig. 14) vemos un grafico, realizado en 1827, concer-
niente a la razon entre la poblacién y el ndmero de muertos
en las diferentes provincias de los Paises Bajos. El autor es
Adolphe Quételet, un astrénomo y antropdlogo belga.




an

Vit~ JAEM

foes e

$ o Wiaia L el
fodd A1 2 v
Y‘-?!,Eii‘}:‘ §¢.i

L

|

A Quitge fyay

(Fig. 14)

Ademés a Quetelet se le debe un grafico (fig. 15), realizado
muchos afos después, en 1870, que visualiza la estatura
humana hasta la edad de 20 afios. Quételet se refiere al
hombre normal, conforme a los est;(dios de Gauss. Este gra-
fico interesa a todos: ;esta mi hijo por debajo o por encima
de la estatura media? Muchas son las cuestiones que sur-
gen observando el grafico.

2] 4. 8 12, 16 20
‘Ages en années
~ Croissance maoyenne de I'stre humain

{Adolphe Quételet, 1870).
(Fig. 15)
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Empezando por la frontera polaca-rusa, cerca del rio Ni
men, el espesor de la tira gris es proporcional al ntimero ¢
militares: 422.000, cuando invadieron Rusia. A su llegac
a Moscli los militares eran 100.000. La retirada esta pintac
con la tira negra, donde el espesor es siempre proporci
nal al nimero de hombres. La travesia del rio Beresir
muestra el desastre final: solo 10.000 hombres regresarc
a Polonia.

Esta pintura, donde también las temperaturas de ese gélid
invierno estan indicadas, describe con pocas lineas una his
toria terrible, y habla sin duda méas claro Que paginas de un
descripcion escrita.

Llegamos ahora a nuestra época.

Hoy en dia estamos bombardeados por representacione:
graficas de diferentes tipos: se quiere dar informaciones de
todo a todos.

Y, todavia otra vez, se nos pregunta: ;por qué estos medios
visuales tuvieron tantas dificultades para peneirar en Iz
sociedad?

¢Quién ha dificultado esta penetracion? ¢S6lo unos mate-
maticos puristas? ;O hay otras razones? ¢No se temia,
puede ser, que poniendo al aicance de fodos, a través de
un medio visual, los hechos sociales mas variados, la gente
adquiriese la posibilidad de intervenir en problemas de
ciencia, de economia, de politica, cuestiones que, expre-
sadas en nlmeros, simbolos, férmulas, estaban reserva-
das a pocas personas? B

CARTE FIGURATIVE des pertes successives en hommes de I'Armée Franceise dans fa campagne de Russie 18121813,
Urtlu'w.p‘r"‘il\ud, lru"xclﬂlr Général dus Ponts ¢t Chaussées en retraite,

Estamos al final del sigio pasado.
Desde este momento las representa-
ciones gréficas han tenido las mas
variadas utilizaciones: desde el
comercio a problemas demograficos,
a cuestiones médicas, a... Otros gra-
ficos concernientes al pasado lleva-
ban a la gente a reflexionar sobre la
politica. Aqui aparece (fig. 16) un

impresionante gréafico realizado en
1861 por el ingeniero francés Charles

TABLEAU GRAPHI QUE de /i tempériture en degrés du tharmométre de Réaurur ay dessous de rére
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Minard: es una pintura" que repre- : = B ; o _"_f
~ 1 T ——— N;U!lu—;v_s.“_“. = 211918 pis u pa e
senta las devastadoras pérdidas del T 2l e
ejército de Napoledn en la campana
X5 = December 9T o Novemnber B Ocrober

de Rusia de 1812, (Fig. 16)
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